Corrigés détaillés
Chapitre 2

Exercice 1

Données du problème
La fonction de transfert en temps continu du procédé est : 

À partir de ce système du premier ordre avec retard pur, nous identifions : 
· Gain statique () : 
· Constante de temps () : 
· Retard pur / Temps mort () : 

Solution détaillée

a) Sélection de la période d'échantillonnage ()
1. Règle empirique pour le choix de 
En commande numérique, une règle empirique courante pour préserver les performances dynamiques et la stabilité du système sans surcharger inutilement le calculateur consiste à choisir la période d'échantillonnage  en fonction de la constante de temps dominante  (cf cours) :  
En remplaçant  : 


Pour garantir une bonne fidélité dynamique et la stabilité en boucle fermée, la période d'échantillonnage  doit respecter la condition :


2. Évaluation des options proposées
Comparons les options proposées dans l'énoncé : 
· I)  : . Cette valeur est valide et offre une excellente précision dynamique. 
· II)  : . C'est également une valeur acceptable. 
· III)  : Dépasse  (trop lent). 
· IV)  : Dépasse  (trop lent). 
· V)  : Égale à la constante de temps , ce qui est beaucoup trop lent et entraîne une dégradation importante de la stabilité. 

3. Conclusion
Les solutions I () et II () sont toutes deux acceptables, mais la solution I () est la meilleure car elle permet de se rapprocher au mieux du comportement continu du système. 
b) Fréquence de coupure du filtre de garde (anti-repliement)
1. Rôle et formule de la fréquence de coupure
Le filtre de garde (filtre anti-repliement) est un filtre passe-bas analogique placé avant le convertisseur A/N pour atténuer les bruits haute fréquence et éviter le phénomène de repliement de spectre (aliasing).

La règle empirique reliant la fréquence de coupure  du filtre de garde à la période d'échantillonnage  est : 




2. Calcul pour la solution I ()
Si l'on choisit la solution I () : 
· Borne inférieure :

· Borne supérieure :


3. Conclusion
La fréquence de coupure  du filtre de garde doit être réglée dans la plage  à  (). 

Exercice 2

Rappels théoriques sur la transformée en  inverse
Pour retrouver la suite temporelle  correspondant à une fraction rationnelle , on utilise la méthode de décomposition en éléments simples. Deux approches principales sont utilisées : 

1. Décomposition directe de  :
·  (impulsion unité / Dirac discret) 
·  (impulsion retardée) 
·  (pour , où  est l'échelon unité) 

2. Décomposition de  : Cette méthode permet d'isoler directement des termes de la forme , dont la transformée inverse est immédiatement  pour . 

Partie a)
On cherche la transformée en  inverse de : 


Méthode 1 : Décomposition de  (Méthode recommandée)

Division de  par  : 

On effectue la décomposition en éléments simples de  :


Calcul des coefficients :
· Coefficient  (pôle simple ) :

· Coefficient  (pôle d'ordre 3 en ) :

· Coefficient  :

· Coefficient  :

Reconstitution de  :

En multipliant par  : 


Passage au domaine temporel  :
En appliquant la transformée inverse à chaque terme : 
· 
· 
· 
· 

D'où l'expression du corrigé : 



Partie b)
On cherche la transformée en  inverse de : 



Étape 1 : Factorisation du dénominateur
Les racines de  sont  et . 



Étape 2 : Décomposition de 

On pose la décomposition en éléments simples :


Calcul des coefficients par la méthode des résidus [Note 1]:
· Coefficient  (en ) :


· Coefficient  (en ) :


· Coefficient  (en ) :

Reconstitution de  :


En multipliant par  : 



Étape 3 : Passage au domaine temporel 
En appliquant la transformée inverse à chaque terme : 
· 
· 
· 

D'où l'expression finale exacte du corrigé : 




Exercice 3

Énoncé
Calculer la fonction de transfert du processus discret régi par l'équation aux différences : 



Étapes de résolution

Étape 1 : Hypothèse des conditions initiales nulles
Pour déterminer la fonction de transfert  d'un système discret, on suppose que le système est au repos à l'origine. C'est-à-dire que toutes les conditions initiales sont nulles : 


Étape 2 : Application de la transformée en 
En appliquant la propriété du décalage temporel (avance) de la transformée en  sous conditions initiales nulles () :
· 
· 
· 
· 
En remplaçant chaque terme dans l'équation aux différences : 



Étape 3 : Factorisation par 
On met la transformée de la sortie  en facteur dans le membre de gauche : 


Étape 4 : Expression de la fonction de transfert 
La fonction de transfert  est définie comme le rapport entre la transformée en  de la sortie  et celle de l'entrée  : 


En isolant , on obtient le résultat exact du corrigé : 




Note complémentaire (Analyse de stabilité) :
Si l'on factorise le dénominateur de  : 

Les pôles du système sont  et . Comme au moins un pôle se trouve à l'extérieur du cercle unité (), ce système discret est instable en boucle ouverte.


Exercice 4

Énoncé
Soit l'équation aux différences : 


Les conditions initiales étant nulles ( pour ), calculer  lorsque l'entrée  est un saut indiciel d'amplitude 5. 

Données
· Condition initiale : 
· Entrée :  pour tout  (ou ) 
· Équation récurrente : 


Résolution pas à pas (Méthode récursive)

1. Pour 
· Entrée : 
· Équation : 
· Calcul :


2. Pour 
· Entrée : 
· Équation : 
· Calcul :


3. Pour 
· Entrée : 
· Équation : 
· Calcul :


Conclusion
La valeur recherchée est : 



Exercice 5

Énoncé
Soit un système dont la fonction de transfert discrète s'écrit : 


Déterminer sa réponse indicielle (la réponse à un échelon unité). 

Étapes de résolution

Étape 1 : Expression de l'entrée 
La réponse indicielle correspond à la réponse du système lorsque l'entrée est un échelon unité  pour . Sa transformée en  est :



Étape 2 : Expression de la sortie 
La transformée en  de la sortie  est le produit de l'entrée  par la fonction de transfert  : 



Étape 3 : Décomposition en éléments simples
Pour faciliter la recherche de la transformée inverse, on divise  par  : 

On pose la décomposition sous la forme :



Calcul des coefficients  et  :
· Coefficient  (pôle en ) :

· Coefficient  (pôle en ) :


Reconstitution de  :

En remultipliant par , on obtient l'expression du corrigé : 



Étape 4 : Passage au domaine temporel 
En appliquant la transformée en  inverse terme à terme à l'aide des couples usuels  : 
· 
· 

D'où l'expression de la réponse indicielle temporelle : 



Remarque sur le régime permanent ()
Lorsque , comme , le terme . La valeur finale en régime permanent vaut donc .


Exercice 6

Énoncé
Pour tester un algorithme inconnu implanté dans un processeur, on examine sa réponse indicielle. Le processeur fournit le signal de sortie suivant : 
· 
· 
· 
· 
· 
· 
·  pour 

Déterminer l'algorithme exécuté par le processeur sous la forme . 


Données
· Entrée (saut indiciel / échelon unité) :  pour . Sa transformée en  est : 



Étapes de résolution

Étape 1 : Expression de la sortie 
Par définition de la transformée en  d'une suite causale , la réponse temporelle observée donne : 



Étape 2 : Détermination de la fonction de transfert 
La fonction de transfert  est le rapport entre la sortie  et l'entrée  : 


En remplaçant  (ce qui équivaut à diviser  par , c'est-à-dire multiplier par ) : 

Développons ce produit terme à terme : 



En regroupant les termes de même puissance de  : 




Étape 3 : Expression de l'algorithme temporel 
Sachant que , on a : 



En appliquant la transformée en  inverse (propriété du retard temporel ) : 




Conclusion
L'algorithme exécuté par le processeur (filtre à réponse impulsionnelle finie - RIF / FIR) s'écrit : 





Exercice 7

Énoncé
Soit l'équation aux différences : 



Calculer la réponse temporelle  pour une entrée  avec , en supposant les conditions initiales nulles. 

Étapes de résolution

Étape 1 : Détermination de la fonction de transfert 
En appliquant la transformée en  sous conditions initiales nulles () : 



On en déduit la fonction de transfert  : 



Étape 2 : Transformée en  de l'entrée 

L'entrée appliquée au système est  pour . 

D'après la table des transformées en  usuelles () : 



Étape 3 : Calcul de la sortie  dans le domaine fréquentiel
La transformée en  de la sortie s'obtient en multipliant la fonction de transfert par la transformée de l'entrée : 


On constate une simplification du facteur  au numérateur et au dénominateur : 


Étape 4 : Passage au domaine temporel 
Pour retrouver la suite temporelle , on applique la transformée en  inverse. 
D'après la table des transformées usuelles, la formule de la rampe discrète est : 
Conclusion
La réponse temporelle du système est : 




Exercice 8

Énoncé
Un système analogique a pour fonction de transfert : 


Son modèle échantillonné a été calculé et est donné par la fonction de transfert en  : 



La période d'échantillonnage est . 

Question : Vérifier que le gain statique et les pôles des deux modèles se correspondent. 

Étapes de vérification

Partie 1 : Vérification des gains statiques ()
1. Gain statique du système continu 
Le gain statique continu s'obtient grâce au théorème de la valeur finale en faisant tendre  vers  : 



2. Gain statique du système discret 
Le gain statique discret s'obtient en faisant tendre  vers  : 





Conclusion pour le gain statique : . Les gains statiques correspondent parfaitement. 


Partie 2 : Vérification des pôles
1. Pôles analogiques 
Les pôles de  sont les racines du dénominateur  : 
· discriminant : 
· 




2. Pôles numériques 
Les pôles de  sont les racines du dénominateur  : 

· discriminant : 
· 




3. Relation de correspondance 
Pour vérifier que les pôles se correspondent entre le domaine continu et le domaine discret, on applique la relation d'échantillonnage  avec  : 

· Amplitude (Partie réelle de l'exposant) :

· Phase (Formule d'Euler) :

(avec )


· Calcul final de  :


Conclusion pour les pôles : La valeur calculée  coïncide parfaitement avec les pôles du modèle numérique  (aux erreurs d'arrondi près). 

Conclusion générale
Les deux critères sont vérifiés : le gain statique est conservé () et la transformation  relie directement les pôles analogiques aux pôles numériques. 


Exercice 9

Énoncé
Un système d'ordre 3 a une fonction de transfert dont le dénominateur est : 


S'agit-il d'un système stable ? 

Identification des coefficients
Un polynôme caractéristique d'ordre 3 s'écrit sous la forme générale :


En identifiant les termes : 
· 
· 
· 
· 

Méthode 1 : Application du Critère de Jury (pour un polynôme du 3ᵉ degré)
Pour qu'un système discret d'ordre 3 soit stable (c'est-à-dire que toutes les racines de  se trouvent strictement à l'intérieur du cercle unité ), les 4 conditions nécessaires et suffisantes du critère de Jury doivent être vérifiées : 

1. Condition 



2. Condition  (soit )



3. Condition sur le terme constant



4. Condition du déterminant / stabilité d'ordre 3


Calculons chaque terme : 
· 
·  (ce qui donne en retirant : ) 
· 

· 



Conclusion du critère de Jury : Toutes les conditions sont satisfaites, le système est donc stable. 

Méthode 2 : Calcul direct des pôles
Pour confirmer la stabilité, on peut calculer explicitement les racines de  : 


En factorisant le polynôme, on trouve : 
· Pôle réel : 
· Pôles complexes conjugués : 

Vérification du module des pôles :
· 
· 
Tous les pôles ont un module strictement inférieur à 1 et se situent à l'intérieur du cercle unité. 
Conclusion
Le système est STABLE. 

Exercice 10

Données
Soit le filtre analogique représenté par sa fonction de transfert : 



Étapes de résolution

a) Choix de la période / fréquence d'échantillonnage
1. Identification du pôle et de la constante de temps : Le pôle du filtre est la racine du dénominateur , soit . 

La constante de temps  associée à ce pôle est : 


2. Calcul de la période d'échantillonnage () : En appliquant la règle empirique  : 



3. Fréquence d'échantillonnage correspondante () :


b) Fonction de transfert en  ()
Pour transposer le pôle et le zéro du domaine  vers le domaine , on utilise la transformation  avec  : 
· Pôle dans le domaine  :

· Zéro dans le domaine  :


On obtient ainsi la fonction de transfert discrète  : 



c) Algorithme / Équation aux différences (Code du filtre)
Sachant que  : 

1. Produit en croix dans le domaine  :



2. Passage au domaine temporel récursif (Transformée en  inverse) :


En isolant le terme  : 


(ou sous forme causale déplacée d'un pas : )

d) Diagramme de Bode du filtre numérique
1. Gain à basse fréquence (, ) :

2. Gain à haute fréquence (, ) :

3. Allure des courbes :
· Gain : Le filtre se comporte comme un filtre passe-haut / d'avance de phase, débutant à  aux basses fréquences pour remonter vers  aux hautes fréquences, avec des fréquences de cassure aux zéros et pôles continus ( et ).
· Phase : La phase démarre à , monte vers un maximum positif (avance de phase) entre  et , puis redescend vers .




















Notes (structurée par IA)

En automatique et en traitement du signal, la méthode des résidus et la méthode du cache-pôle (souvent appelée méthode de Heaviside) sont deux techniques utilisées pour effectuer la décomposition en éléments simples. Bien qu'elles soient étroitement liées pour les pôles simples, elles diffèrent par leur formalisme et leur capacité à traiter les pôles multiples (exercices vus en cours).

1. Domaine d'application
· Méthode du cache-pôle :
· Idéale et très rapide pour les pôles simples (distincts).
· Elle consiste à "cacher" (ou masquer) le terme correspondant au pôle dans le dénominateur et à évaluer la fraction restante en ce pôle.
· Elle devient difficile ou inapplicable directement s'il y a des pôles multiples (répétés).
· Méthode des résidus :
· Universelle, elle s'applique aussi bien aux pôles simples qu'aux pôles multiples (répétés).
· C'est cette méthode qui a été utilisée dans l'exercice 2a pour déterminer les coefficients associés au pôle multiple d'ordre 3 en  à l'aide de dérivées successives. 

2. Formalisme mathématique
· Pour un pôle simple () :
· Les deux méthodes donnent exactement le même résultat mathématique. La méthode du cache-pôle n'est en réalité qu'une application visuelle et rapide de la formule du résidu pour un pôle simple :


· Pour un pôle multiple d'ordre  :
· La méthode du cache-pôle ne fonctionne plus directement.
· La méthode des résidus utilise l'opérateur de dérivation pour trouver les coefficients associés aux termes de la forme . La formule générale pour un pôle d'ordre  est :


3. Rapidité et complexité de calcul
· Méthode du cache-pôle :
· Très efficace pour les calculs manuels rapides lorsque les racines du dénominateur sont évidentes et distinctes (comme dans l'exercice 2b où les racines sont  et ). Elle évite d'écrire des limites formelles.

· Méthode des résidus :
· Plus formelle et rigoureuse (basée sur l'analyse complexe).
· Elle demande un effort de calcul supérieur en présence de pôles multiples en raison des dérivées successives à effectuer, mais elle garantit de ne jamais être bloqué, quelle que soit la complexité de la fonction de transfert. 
2

